Hermite-Interpolation

e Gegeben sind Siitzstellen xg, 21, ..., x,, sowie Funktionswerte f(xo), f(z1),..., f(z;) und Werte der Ablei-
tungen f’,..., f*9) in den Stiitzstellen, wobei pig, pt1, - . ., ftm € N verschieden sein kénnen.
Stiitzstellen g Ty ... Tom
Funktionswerte f(zo) flz1) ... fzm)
Funktionswerte (o) f(z) ... ' (xm)
der Ableitungen 1 (z0) 7 (z1) I (zm) (1)
feo)(zy)  fe(zy) Lo fEe)(2,)

Beispiel fiir m =3, pug =3, p1 =0, po =1 und pug = 2:
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e Gesucht ist ein Polynom p € P, vom Grad n := —1+ Z(uj +1) zuden n+1= Z(,uj +1)
i=0 j=0
Interpolatonsvorgaben. Das Polynom p heifit auch Hermite-Interpolationspolynom.

e Satz: Zu jeder Hermite-Interpolationsvorgabe geméf (1) gibt es genau ein Interpolationspolynom p € P,,.

e Berechnungsverfahren 1: Es gilt

m My

p(x) = Y > fP @)y () (2)

§j=0 k=0

mit Polynomen w;-“ € P,, die durch die n + 1 Interpolationsbedingungen

d .
@wi(m) = 0pdij, 0<Lk<m;, 0<ij<m (3)
festgelegt sind. Die Polynome w;? werden wie folgt definiert:
Q(z) = [ @—azptt (4)
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Wh(x) = e - Q) (z —x5)F — Z b%)w;(x), k=p;—1,...,1,0, (7)
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e Berechnungsverfahren 2 (Darstellung nach Newton):
Fiir f € C"[a,b] und fiir Punkte a < 29 < 21 < ... < 2, < b ist der (k — i)-te verallgemeinerte Differenzen-

quotient wie folgt definiert: Fiir x; # xp (mit ¢ < k) ist

—i 1 —ie i
A @i g, m) () = [Af wign, . wn) f(E) — APy ,xk_l)f(t)] (10)
und es gilt
Af_i(xi, Tiy1,. ., xR) f(t) = Al(ay, xk)Af_i_l(s, i1y, Th—1)f(t) . (11)
Fiir den Fall z; = zj41 = ... = a2 (mit i < k) ist
(k=%) (.
k—i L f (552)
At (‘Ti,flfi+1,...,$k)f(t) = W . (12)
Setze
(zo,zl,...,zn) = (xo,...,xo T 2 R xm,...,xm) (13)
—_—— —— —_——
(po+1)—mal (p1+1)—mal (#m~+1)—mal
Dann gilt (mit m; :=pu; +1,4=0,1,...,m)
n i—1 )
p@) = > [[@—2) Az, 2)f(t)
i=0 j=0
n i1—1 )
= AN + D J[@—2)- Alzo, .-, 20) f(2)
i=1j=0
m i—1 i ] )
= ZH(xfml)ml . Z(xfmi)J -Aln0+m+mifl+J(:E0,...,:L'o,...,xifl,...,xifl,mi,...,:Ci)f(t) (14)
i=0 1=0 j=0 — S
(po+1)—mal (pi—1+1)—mal (j+1)—mal
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