Inhomogene lineare Differentialgleichungen - Beispiele

Kleine Zusammenfassung zur Losung inhomogener Differentialgleichungen:
Gegeben sei eine Differentialgleichung (kurz: DGL) der Form

/

y' = a(2)y + s(x). (%)

Ist s(z) =0, so heifit die DGL homogen, sonst inhomogen. Man nennt

Y =a(x)y ()

auch die zur inhomogenen DGL gehorende homogene DGL. Die Funktionen a und s seien stetig, y, sei eine
Losung der homogenen DGL und y,, sei eine partikulére, d.h. irgendeine feste Lésung der inhomogenen DGL
(%). Fir jede andere Losung y von (x) gilt dann

Y—9) =Y —y, = ay+s—(ay, +5) = aly —yp),

d.h. auch y — y, 16st die homogene DGL (). Daraus folgt, dass die allgemeine Losung y von (*) notwendig
die Form

y(x) = yn(@) +yp() (x5 %)

haben muss. Die Losung der homogenen DGL (xx) 148t sich durch Trennung der Variablen berechnen, d.h.

v =alz)y = /%:/a(x) dr = 1n|y|:/a(x) dr = y=c-exp (/a(x) da:) (#)

mit ¢ € R. Eine partikuldre Losung kann mit der Methode der ,,Variation der Konstanten“ erhalten werden,

d.h. wir fassen die Konstante ¢ € R in (#) als differenzierbare Funktion auf, d.h. wir machen den Ansatz

wle) i= (o) exp ( [ ate) a ) (##)

und versuchen ¢ = ¢(z) so zu bestimmen, dass y,, der inhomogenen DGL (x) geniigt. Dazu setzt man y, aus
(###) und die erste Ableitung y,, in (x) ein. Dies liefert

¢(z) = s(x) exp (- / o(2) da:)

und durch Integration erhélt man

Beispiel 1 ¢y + 22y = 2z

Zunéchst 16sen wir das homogene Problem 3’ 4+ 22y = 0 durch Trennung der Variablen, d.h. [ % = -2 [xdz,
also In |y| = —a% + & mit ¢ € R, was #dquivalent ist zu y, := y = cexp (—z?) mit ¢ := e® € R. Das inhomogene
Problem y' +2zy = 2x wird durch Variation der Konstanten geldst, wozu wir die Konstante als von 2 abhéngige
Funktion betrachten und so den Ansatz y(z) = c(z) - exp (—2?) erhalten. Die Funktion y und ihre Ableitung
Y (z) = d(x) - exp (—a?) — 2z - ¢(x) - exp (—z?) setzen wir in die inhomogene Differentialgleichung ein und
erhalten

y +2zy = exp(—a®) —2zcexp (—2*) + 2zcexp (—2%) = 2z,

also ¢’ exp (—x2) = 2x. Dies ist dquivalent zu ¢’ = 2x exp (x2) und damit erhalten wir

clx) = /2xexp(x2) dr = /ezdz = exp(x2)+é, ¢ eR,



wobei wir zur Integration die Substitution z = 22 mit dz = 2z dx verwendet haben. Nach obigem Ansatz ist
also
yp(z) == ylx) = c(z)-exp(—2®) = 1+éexp(—2®), ¢€R,

eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Damit erhalten wir als allgemeine Losung
y(x) = yp(x) +uyn(z) = cexp(—a®) +1+cexp(—2®) = c"exp(—2?)+1,

wobei wir die beiden Konstanten zu ¢* := ¢ 4 ¢ zusammengefafit haben.

Beispiel 2: ' = 22y + 2

Zunichst 16sen wir das homogene Problem y' — 2zy = 0 durch Trennung der Variablen, d.h. [ dy—y =2 [z dz,
also In |y| = 22 4+ ¢ mit ¢ € R, was dquivalent ist zu yj, := y = cexp (x2) mit ¢ := e € R. Das inhomogene
Problem 3y’ — 22y = 23 wird durch Variation der Konstanten gelost, d.h. wie oben machen wir den Ansatz
y(z) = c(z) - exp (2?). Die Funktion y und ihre Ableitung y'(z) = ¢(z) - exp (22) + 2z - ¢(x) - exp (x?) setzen
wir in die inhomogene Differentialgleichung ein und erhalten

y —2zy = cexp (—m2) + 2xcexp (—xz) — 2zcexp (—xQ) = 23,

also ¢’ exp (xQ) = 23. Dies ist dquivalent zu ¢/ = 23 exp (—xz) und damit erhalten wir

c(z) = /:1:3 exp (—2?) dz = %/zefz dz = ;<zez Jr/e*z dz> = f%exp (—2?) (2% +1) +¢,

mit ¢ € R, wobei wir zur Integration die Substitution z = 2? mit dz = 2z dz sowie partielle Integration

verwendet haben. Nach obigem Ansatz ist also

1
Yp(z) = ylx) = c(z) exp(—2®) = cexp(a®)— 3 (2> +1), ¢eR,
eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Damit erhalten wir als allgemeine Losung
. 1
y(x) = yp(x) +yn(xr) = c"exp (xz) ~5 (1‘2 + 1) ,

wobei wir die beiden Konstanten zu c¢* := ¢ 4 ¢ zusammengefafit haben.

Beispiel 3 (Anfangswertaufgabe): y' = —ysin(z) +sin®(z), y (%) =5

Als Losung des homogenen Problems y' 4 ysin(z) = 0 erhalten wir durch Variablentrennung und Integration
y = ) mit ¢ € R. Das inhomogene Problem y' + ysin(x) = sin®(z) wird durch Variation der Kon-
stanten ¢ = c(z) geldst, d.h. wir machen den Ansatz y = c(z)e®®) | woraus zunichst y' = ¢/(2)e(®) —
c(x) sin(2)e*®) folgt. Einsetzen von y und 3’ in das inhomogene Problem liefert ¢/ = sin®(z)e™ <5(*), Mit

partieller Integration ergibt sich
c(z) = /c’(m) dz = (sin®(z) — 2 cos(z) — 2)e” @) 1 &

mit ¢ € R, also
y(x) = c(x)ee™® = @) Lgin?(z) — 2cos(x) — 2. (1)

Die Anfangswertbedingung y (g) = 5 liefert ¢ = 4, d.h. als Losung ergibt sich insgesamt

ylz) = 4e@ = 5@ 4 gin?(z) — 2cos(z) — 2.



Beispiel 4 (Anfangswertaufgabe): 4’ + ay = sin(z) + e, y(0) =0

Als triviale Losung des homogenen Problems ' + ay = 0 erkennt man sofort y = 0. Fiir y # 0 liefert
Trennung der Variablen und Integration In |y| = —az + ¢é mit é € R. Dies laft sich mit der trivialen Losung

zusammenfassen zu y = ce~% mit ¢ € R. Die Losung des inhohomogenen Problems 4’ + ay = sin(z) + e~°®

—axr

wird durch Variation der Konstanten ¢ = c¢(x) geldst, d.h. wir machen den Ansatz y = c(x)e™**, woraus

—ax

zunéichst y' = (z)e™* — a - ¢(z) - e~ folgt. Einsetzen von y und 3’ in das inhomogene Problem liefert

¢ = (sin(r) + e~%%)e”. Integration liefert

e (asin(x) — cos(z)) = ele=d

c(r) = /c'(x) dr = + +é

a2 +1 a—>5

mit ¢ € R. Also ist
asin(z) —cos(z) e "

a? +1 a—5

—ax ~,—ax

y(z) = c(z)e = ¢e

. . A -1 1
Die Anfangswertbedingung y(0) = 0 liefert ¢ = 55 — .=5.

Bemerkungen:

Die zu den Beispielen angegebenen Losungen sind z. T. etwas ,zu schnell“ notiert. Nach (x * *) setzt sich
die allgemeine Losung y aus der Losung y;, des homogenen Problems und einer partikuléren Lésung y, der
inhomogenen Differentialgleichung zusammen, d.h. y = y5 + y,. In Beispiel 3 sind dies y,(z) = ¢ecs(®) und

yp(z) = c(z)e™® = %@ 4 sin?(z) — 2cos(z) — 2, woraus
Y@) = @) +op@) = (+8) e +sind(z) — 2cos(z) — 2 3)

folgt. Setzt man aber ¢ := ¢ + ¢, so ist dies nichts anderes als (1), d.h. den Schritt (3) kann man in diesem
Fall auch weglassen, da wir hier nur eine ,,neue* Konstante erhalten. Die Einsparung dieses Schrittes 148t sich
verallgemeinern: Fafit man (), (#) und (#+#) zusammen, dann erhélt man fiir die allgemeine Losung einer

inhomogenenen Differentialgleichung erster Ordnung y’' = a(z)y + s(x) die einprigsame Formel

y=et@. (c + / s(x) - e~ A®) da:) , ceR, (4)

wobei A eine beliebige Stammfunktion von a ist.
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