Konvergenzkriterien fiir Reihen
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. Wenn Z an, konvergiert, dann ist lim a, = 0. Die Umkehrung gilt allgemein nicht.
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. Wenn a,, > 0 fiir alle n € N gilt, dann konvergiert Z an genau dann, wenn die Partialsummenfolge
k n=0
(8k) ey Mit s = Z a,, beschriankt ist.
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. Konvergenzkriterium von Cauchy: Eine Reihe Z aj, ist genau dann konvergent, wenn gilt:
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. Leibnizkriterium: Eine alternierende Reihe Z(—l)"an ist konvergent, falls a,, eine monoton fallende
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Nullfolge ist, d.h. es gilt a,, > a1 > 0 fiir alle n € N und li_>m an = 0.
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. Majorantenkriterium: Seien Z a, und Z by, zwei Reihen mit |a,| < |by,| fiir alle n € N. Dann gilt:
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(a) Ist Z |b,| eine konvergente Reihe, dann ist die Reihe Z a, absolut konvergent.
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(b) Ist Z a,, divergent, dann divergiert auch die Reihe Z |6 -
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. Quotientenkriterium: Sei Z ap, auf Konvergenz zu untersuchen und es gilt a,, # 0 fiir (fast) alle n € N.
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Wenn es ein ng € N und eine reelle Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 1 gibt, so dass < g fiir alle n > ng gilt, dann

oo
ist die Reihe Z a,, absolut konvergent.
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Das angegebene Kriterium lé8t sich alternativ auch iiber den Grenzwert der Folge ( a;—:l >neN darstellen:
Berechne p := lim % . Dann gilt:
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(c) Ist p < 1, so ist die Reihe Z a, absolut konvergent.
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(d) Ist p > 1, so ist die Reihe Z a, divergent.
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. Wurzelkriterium: Sei Z an, auf Konvergenz zu untersuchen. Wenn es ein ng € N und eine reelle Zahl ¢
n=0 ~
mit 0 < ¢ < 1 gibt, so dass {/|a,| < ¢ fiir alle n > ng gilt, dann ist die Reihe Z a,, absolut konvergent.
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Das angegebene Kriterium 148t sich alternativ auch iiber den Grenzwert der Folge ( Vi |an|) formulie-
neN
ren: Berechne p := lim 3/|a,|. Dann gilt:
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(a) Ist p < 1, so ist die Reihe Z a, absolut konvergent.
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(b) Ist p > 1, so ist die Reihe Z ay divergent.

n=0



Zusammenhinge zwischen Wurzel-, Quotienten- und Majorantenkriterium:
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e O.B.d.A. sei das Quotientenkriterium fiir ng = 0 erfiillt, d.h. es gibt ein ¢ mit 0 < ¢ < 1 mit

alle n € N. Dies ist dquivalent zu |a,| < |an—1|- ¢ fiir alle n € N. Daraus folgt mit vollstédndiger Induktion

< ¢ fiir

iiber n € N schliellich |a,| < |ag| - ¢™ fiir alle n € N. Aufsummierung iiber alle n € N liefert
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> an| < aol - q" = g
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d.h. die konvergente geometrische Reihe Z |ag| - ¢™ ist Majorante der Reihe Z |ay,|, woraus die absolute
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Konvergenz der Reihe Zan folgt.
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e O.B.d.A. sei das Wurzelkriterium fiir ng = 0 erfiillt, d.h. es gibt ein ¢ mit 0 < ¢ < 1 mit {/|a,| < ¢ fiir
alle n € N. Dies ist dquivalent zu |a,| < ¢" fiir alle n € N. Aufsummierung iiber alle n € N liefert

oo o0 1
DD P
n=0 n=0 -4

d.h. die konvergente geometrische Reihe Zq" ist Majorante der Reihe Z |ar|, woraus die absolute

n=0 n=0
Konvergenz der Reihe Zan folgt.
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e Wurzel- und Quotientenkriterium sind also in gewisser Weise nur Spezialfille des Majorantenkriteriums,
wobei sich als Majorante wegen 0 < ¢ < 1 immer eine geometrische Reihe ergibt. Allerdings ist die
Anwendung des Majorantenkriteriums nicht immer auf den ersten Blick ersichtlich, so dass die Konver-

genzuntersuchung mittels Wurzel- und Quotientenkriterium oft einfacher ist.

Bemerkungen:

Es ist bekannt, dass aus absoluter Konvergenz auch Konvergenz (im gewshnlichen Sinn) folgt, die Umkehrung

aber allgemein nicht gilt. Mit Hilfe des Majoranten-, Wurzel- oder Quotientenkriteriums wird genau genommen

die Konvergenz der Reihe »  |a,| untersucht, d.h. ist eines der Kriterien erfiillt, so hat man damit die absolute
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Konvergenz der Reihe Zan nachgewiesen. Ist keines der drei Kriterien erfiillt, dann bedeutet dies nur, dass
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> "an nicht absolut konvergiert. Es kann aber dann trotzdem sein, dass » ~a,, im gewShnlichen Sinn konvergiert,
n=0 n=0

was dann auf anderem Wege zu untersuchen ist, z.B. mit dem Leibnizkriterium bei alternierenden Reihen oder

es ist die Beschrénktheit der Partialsummenfolge zu untersuchen.
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