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Elementarmatrizen

e Definition: Sei K ein Korper. Fiir m € N, 1 < i,k < m mit ¢ # j und A € K\ {0} heiflen die Matrizen
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aus K™*™ Elementarmatrizen. Aufler den eingetragenen oder durch Punkte angedeuteten Komponenten

sind dabei alle anderen Matrixeintridge gleich Null.



e Sei A € K™*™. Multiplikation von links mit Elementarmatrizen bewirkt Zeilenumformungen, genauer:

o Py-A bewirkt die Vertauschung der i-ten und k-ten Zeilen in A,
o  Qi(N)-A Dbewirkt die Addition der A-fachen k-ten Zeile zur i-ten Zeile in A und
o M;(A\)-A bewirkt die Multiplikation der i-ten Zeilen von A mit A # 0.

e Sei A € K»*™. Multiplikation von rechts mit Elementarmatrizen bewirkt Spaltenumformungen, genauer:

o A- (Pik)T = A Py; bewirkt die Vertauschung der i-ten und k-ten Spalte in A,
o A (Qik()\))T = A-Qy; bewirkt die Addition der A-fachen k-ten Spalte zur i-ten Spalte in A und
o A- (Mi()\))T = A-M;(\) Dbewirkt die Multiplikation der i-ten Spalte von A mit A # 0.

Man beachte dabei die Transposition der Elementarmatrizen!

e Elementarmatrizen sind invertierbar und ihre Inversen sind ebenfalls Elementarmatrizen. Es gilt:

(P )71 = Pi ; (Qik(A))’l = Qir(—) und (MZ-(A))*1 = M;(3)

e Elementarmatrizen und Berechnung der Inversen einer Matrix A € K™*"™:

o Satz: Jede invertierbare Matrix A € K™*™ ist endliches Produkt von Elementarmatrizen.
o Beweis(skizze):

— wegen rg(A) = m kann A zu einer Matrix D in Zeilenstufenform iiberfithrt werden, wobei

d11 . dlm
D = . :
0 dmm
mit d“ #Ofﬁri: 1,27...,’[77,
— jede Zeilenumformung entspricht der Multiplikation mit Elementarmatrizen S, ...,S; von links,

d.h. es gilt
D = Sj'Sj_l'...'SQ'Sl'A

— durch weitere elementare Zeilenumformungen kann D so umgeformt werden, dass daraus die

Einheitsmatrix E,, entsteht, d.h. es gibt Elementarmatrizen Sjy1,..., S, mit
E, = S8 ...-S4u-D = 8- -....5-4

— es folgt
A = S-08 baw. A = S;t...S7H

o Verfahren zur Berechnung der inversen Matrix zu A € K™*™:

1. Man schreibe A und E,, nebeneinander

2. Uberfithre A mit elementaren Zeilenumformungen in Zeilenstufenform. Alle Umformungen fiir A
werden parallel auch bei F,, durchgefiihrt.

3. Ist rg(A) < m, dann kann abgebrochen werden, da A nicht invertierbar ist.

4. Ist rg(A) = m, dann fiithre weitere elementaren Zeilenumformungen durch, bis aus A die Ein-

heitsmatrix F,, entsteht.



o Beispiel (vgl. Aufgabe U13.1 aus den Ubungen):

= FEy = Multiplikation von links mit
1 1 o 1 0 0 Q21(—-1)
1 0 1| 0o 1 o0
o 1 1| 0 o0 1
1 1 ol 1 0 0 Q32(1)
0 -1 1| -1 1 0
o 1 1| 0 o0 1
1 1 ol 1 0 o0 My(—1)
0 -1 1|-1 1 0
0o 0 2|-1 1 1
1 1 ol 1 0 o0 M3(3)
0 1 —-1| 1 -1 0
0o 0 2|-1 1 1
1 1 ol 1 0 o0 Q23(1)
0 1 —-1| 1 -1 0
Y S
1 1 0| 1 0 0 Qu2(—1)
0 1 ool 3 4 4
Y S
L0 o[ 3 3
0 1 o0 3 4 4
I S
=Es =A"!
Es gilt
A7H = Qua(—1) - Qas(1) - M3(3) - Ma(—1) - @s2(1) - Q1 (1)
und

E3 = Qi2(—1) - Qa3(1) - M3(3) - Ma(—1) - Q32(1) - Qa1(—1) - A .

e Elementarmatrizen und Normalform:

o Definition: Zwei Matrizen A, D € K™*" heiflen dquivalent, wenn es regulidre Matrizen B € K™*™
und C' € K"*™ gibt mit D =B - A-C.

o Satz/Definition: Zwei Matrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie beziiglich verschiedener Paare
von Basen von K" bzw. K™ die gleiche lineare Abbildung f : K® — K™ beschreiben. Die Matrizen
B und C heilen Transformationsmatrizen (fiir die Koordinatentransformation von einer Basis in die

andere Basis des K" bzw. K™).

o Satz/Definition: Zwei Matrizen sind genau dann #quivalent, wenn sie den gleichen Rang haben.

Insbesondere ist jede Matrix von Rang r dquivalent zu

(50)

Matrizen dieser Gestalt repriisentieren die Aquivalenzklassen und heiien Normalformen.

o Satz: Jede Matrix A € K™*™ 14t sich durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen auf die

E,
Form 0 bringen.
0 O



o Rechenverfahren zur Bestimmung regulirer Matrizen B € K™*™ und C' € K"*" zu A € R™*™ mit

E. 0
B.A.c*( . 0) (%)

1. Man iiberfithre A mittels elementarer Zeilenumformungen in Zeilenstufenform, was der Multi-
plikation mit Elementarmatrizen Ly, ..., L; von links entspricht. Es gilt B = L; -...- L;.
2. Man iiberfithre B - A mittels elementarer Spaltenumformungen in die gewiinschte Form (x), was

der Multiplikation mit Elementarmatrizen R1, ..., R; von rechts entspricht. Es gilt C = Ry-...-R;.
o Beispiel (vgl. Aufgabe U14.5 aus den Ubungen):

Multiplikation Multiplikation
von links E,= A= von rechts
Qu(-1) [ 10 0o o[t 1 o 1 -1
o1 0 0/00 1 0 1
00 1 0[00 1 0
00 0 1[1 1 -1 0 0
Q24(1) 1o 0 of/t 1 o 1 —1
Q34(1) o1 0 0/00 1 0 1
My(~=1) | 00 1 0[00 1 0
-1 0 0 1[0 0 -1 —1 1
Pa 1o 0 o[/t 1 o0 1 -1
My(-1) |[-1 1 0 1[0 0 0 -1
-1 0 1 1/00 0 —1 2
10 0 1|00 -1 1 —1
Qus(-1) | 10 0o o[t 1 o 1 -1
Qu(-1) | 10 0 —1|0 0 1 1 —1
Qus(1) 10 -1 -1{00 0 1 =2
-1 1 0 1/00 0 —1 2
00 1 1/11 0 0 1 00 0 0] (Qu(-1)"
00 1 0/00 1 0 1/0 10 0 0| (Qu(-1)"
10 -1 =1/00 0 1 —=2/0 01 0 0| (Qa(-1)"
01 -1 0[00 0 0 0[0 00 1 0| (Qu®)"
0 00 0 1
- B — BA — E;
10 0 0 0[1 -1 0 0 —1] (Pg)"
00 1 0 0[0 1 0 0 0]danach(Py)"
00 0 1 0[0 01 0 -1
00 0 0 0|0 00 1 2
0 00 0 1
10 0 0 0[1 00 —1 —1
01 0 0 0[0 00 1 0
00 1 0 0/0 10 0 —1
00 0 0 0|0 01 1 2
0 00 0
— BAC —C
Es gilt

B = Q43(1) - Q23(—1) - Q13(—1) - M3(—=1) - Poy - My(—1) - Q34(1) - Q24(1) - Q41 (1)
und
C = (Psu-Pos-Qs4(2) Qs3(—1) - Qs1(—1) - Q21(—1))T
= (Qu(-1)" (@(-1)" - (@Qss(-1)" (Q54(2)" - (Pas)” - (Paa)”
Q12(—1) - Q15(—1) - Q35(—1) - Qu5(2) - P32 - Py3



