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Aufgabe 6.1 (7 Punkte)

(a) Sei (G, o) eine kommutative Gruppe. Zeigen Sie, dass die Abbildung f : G — G mit f(x) := 27! ein
Isomorphismus ist.

(b) Sei f ein Homomorphismus von einer Gruppe (X, o) in eine Gruppe (Y, e) und g ein Homomorphismus
von (Y, e) in eine Gruppe (Z,*). Zeigen Sie, dass die Abbildung h : X — Z mit h(z) = g(f(z)) fiir alle
x € X ein Homomorphismus von (X, o) in (Z, *) ist.

(c) Sei 7 eine Permutation. Mit m~! sei die inverse Permutation bezeichnet und mit 72 die Verkniipfung mo .
Gilt die Gleichung (772)_1 = (7T_1)2 ?

Aufgabe 6.2 (6 Punkte)

Es seien (G, o) eine Gruppe mit dem neutralen Element e, a € G, k € N und H = {a,aQ, e ,ak}. Es gelte

a® = e und a’ # e fiir alle i mit 1 < i < k. Zeigen Sie, dass H eine endliche, kommutative, zyklische Untergruppe

von G mit k£ Elementen ist.

Aufgabe 6.3 (5 Punkte)
AufZ?2 =7 x 7 := {(a, b) | a,be Z} seien zwei Verkniipfungen @ und o definiert durch

(Cbl, ag)@(bl, bg) = (a1 + by, a0 + bg) bzw. (al, ag) o (bl, bg) = (a1 -by,as - bg)

Zeigen Sie, dass (Z%, @, 0) ein kommutativer Ring mit Eins ist. Ist diese Struktur auch ein Kérper?

Aufgabe 6.4 (6 Punkte)
Auf R2:=R xR := {(a, b) | a,be R} seien zwei Verkniipfungen @ und o definiert durch

(a,b)®(c,d) := (a + ¢, b+ d) bzw. (a,b) o (¢,d) := (ac — bd, ad + cb)

Zeigen Sie, dass (R?, @, 0) ein Kérper ist.

Aufgabe 6.5 (8 Punkte)

Die Restklassen modulo p bilden einen Kérper F,, := Z/pZ, wenn p eine Primzahl ist. Der Einfachheit halber
werden die Restklassen [z] hier einfach durch x notiert, wobei z € {0,1,...,p — 1} gelte.

(a) Losen Sie die Gleichung 3 - z = 4 im Kérper F,, fiir p € {5,7,11, 13}.

(b) Besitzt die Gleichung z? + 1 = 0 Lésungen in den Kérpern F, p € {2,3,5,7}7 Geben Sie alle Losungen
an, oder weisen Sie die Unlosbarkeit der Gleichung nach.



