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Aufgaben zur Ubung am 04. Juli 2014 - Thema: Approximation mit Orthonormalsystemen

Definition 1: Zwei Elemente f, g € F eines euklidischen Vektorraums F heiflen orthogonal, wenn < /s g> =0.

Definition 2: Sei E ein euklidischer Vektorraum. Eine Menge { fos f1,--+s fn} C FE heifit Orthonormalsystem,

wenn <fi, fj> =0 fiir ¢ # j und <fi7 fi> =1 gilt. Sind fy, f1, ..., fn linear unabhéngig, dann heifit {fo, fi, -, fn}
Orthonormalbasis.

Satz 1: Jeder Unterraum eines euklidischen Vektorraumes hat eine Orthonormalbasis. Insbesondere gilt: Sind
9Jo, 91, - - - , gn linear unabhénig, dann existieren f; € U; = span(go, gis--- ,gi), so dass {fo, fis-ey fz} firi=0,...,n
eine Orthonormalbasis von U; ist.

Der Beweis von Satz 1 ergibt sich aus dem Gram-Schmidt’schen Orthomormalisierungsverfahren:
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Satz 2: Sei E ein euklidischer Raum. Zu ¢ € E sei P(gq) die orthogonale Projektion von ¢ auf den linearen
Unterraum U C E. Dann gilt ||¢ — P(q)|| < |lg — w]| fiir alle w € U \ {¢}, d.h. P(q) ist die eindeutig bestimmte
beste Approximation von ¢ in U. Ist { fo, fiseo oy fn} eine Orthonormalbasis von U, dann gilt
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Aufgabe 1

Sei E ein euklidischer Vektorraum und || - || die durch ||z|| := /(x,z) definierte Norm. Zeigen Sie den Satz des
Thales fiir beliebige x,y € E:
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Aufgabe 2
Sei n € N beliebig gewihlt. Fiir reellwertige Funktionen f, g : [-n,n] NZ — R sei das Skalarprodukt
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definiert.

(a) Bestimmen Sie ein System { fo, f1, fo} orthonormierter Polynome fy € Py, f1 € Py und f5 € Py beziiglich des
oben definierten Skalarproduktes <~, ~>, wobei wir unter Polynomen in dieser Aufgabe die Einschrinkungen

herkémmlicher Polynome auf [—n, n] N Z verstehen wollen.

(b) Geben Sie das Orthonormalsystem { fo, f1, f2} aus (a) fiir n = 2 an, und stellen Sie p(z) = (x —1)? fiir n = 2
als Linearkombination der fy, f1, fo dar.

(c) Bestimmen Sie fiir ¢(z) = 2® fiir n = 2 das Element mit kleinstem Abstand von ¢ aus dem von {fo, f1, f2}
erzeugten linearen Teilraum V (beste lineare Approximation an ¢ in V'), und geben Sie den Minimalabstand
an.



Aufgabe 3

Gegeben sei der Raum Cla, b] aller stetigen Funktionen iiber einem Intervall [a,b] mit dem Skalarprodukt

(u,v) = /abu(x)v(x) dx

fir alle u,v € Cla, b]. Bestimmen Sie die beste Lo-Approximation an ¢(x) = sin(z) aus Py [a, b], wobei Py [a, b] der
Vektorraum aller auf [a, b] definierten Geraden ist. Die Rechnungen sollen dabei in den Intervallen
Tow ™
a0 = [-5.5]  bawe [ab] = [0, 7]
durchgefiihrt werden. Verwenden Sie zur Berechnung einerseits jeweils die Basis {1, :C} von Py [a, b], sowie anderer-
seits eine Orthonormalbasis von P; [a, b]. Vergleichen und diskutieren Sie den Rechenaufwand bzgl. der verschiedenen

Basen.
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Abb. 1: Die Funktion ¢(z) = sin(z) — im Intervall [ — 7, %] und ihre
beste Lo-Approximation p =~~~ aus Py [ -3, %]
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Abb. 2: Die Funktion ¢(z) = sin(z) — im Intervall [0, Z] und ihre
beste Lo-Approximation p =~~~ - aus Py [0, g]



