
Duales Simplex-Verfahren

• Definition: Zu einem Minimierungsproblem

(P) min f (x) bzgl. x ∈ G ⊆ Rn

heißt das Maximierungsproblem

(D) max g(y) bzgl. y ∈ GD ⊆ Rm

dual , falls die Dualitätsbeziehung

f (x) ≥ g(y)

für alle x ∈ G, y ∈ GD gilt.

• Duales Problem zum LOP in 1. Normalform:

(P1) min cTx bzgl. Ax ≤ b, x ≥ 0, x ∈ Rn

(D1) max bTy bzgl. ATy ≤ c, y ≤ 0, y ∈ Rm

• Duales Problem zum LOP in 2. Normalform:

(P2) min cTx bzgl. Ax = b, x ≥ 0, x ∈ Rn

(D2) max bTy bzgl. ATy ≤ c, y frei, y ∈ Rm

• (P1) bzw. (P2) heißen primales Problem

(D1) bzw. (D2) heißen duales Problem (zu (P1) bzw. (P2))
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• Das duale Problem liefert Schranken für den Optimalwert des primalen

Problems (und umgekehrt), d.h. sind x ∈ G und y ∈ GD, so gilt:

◦ cTx ≥ min
x∈G

cTx ≥ bTy

◦ bTy ≤ max
x∈GD

bTy ≤ cTx

• Alternativsatz: (P) und (D) seien zueinander duale lineare Probleme,

und für die zulässigen Bereiche G bzw. GD gelte G ∪ GD 6= ∅. Dann gilt

genau eine der folgenden Alternativen

1. (P) und (D) sind beide lösbar (mit gleichem Optimalwert).

2. (P) ist unzulässig und (D) ist unbeschränkt.

3. (D) ist unzulässig und (P) ist unbeschränkt.

• Duales Simplex-Verfahren:
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◦ Voraussetzungen: h ≥ 0, p beliebig

◦ Basislösung x =
(
xB
xN

)
=
(
p
0

)
ist i.A. primal unzulässig.

◦ Funktionswertanalyse / Austausschritt

(1) p ≥ 0 ⇒ x =
(
xB
xN

)
=
(
p
0

)
ist optimal

(2) Es gibt ein l ∈ {1, . . . ,m}mit pl < 0 und für alle j ∈ {1, . . . , n−m}

gilt dlj ≥ 0 ⇒ Das Optimierungsproblem besitzt keine Lösung.
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(3) Es gibt ein l ∈ {1, . . . ,m} mit pl < 0 und mindestens einen Index

j ∈ {1, . . . , n−m} mit dlj < 0. Dann bestimme den Index k mit

hk

−dlk
= min

{
hj

−dlj

∣∣∣∣ dlj < 0, j ∈ {1, . . . , n−m}
}

Austauschschritt: xk wird Basisvariable, xl wird Nichtbasisvariable

Durchführung: Gauß-Jordan-Verfahren mit dlk als Pivotelement

◦ Hinweise:

∗ die Zwischenschritte liefern primal unzulässige Basislösungen

∗ mit Erreichen der Zulässigkeit ist auch der Optimalwert erreicht

∗ Zielfunktionswerte wachsen monoton, da das Verfahren gleichzeitig

die Optimallösung für das duale Problem ermittelt

◦ Anwendungsfälle:

∗ LOP in 1. Normalform, Zielfunktionskoeffizienten nichtnegativ

∗ optimales Tableau gefunden, nachträgliches Einfügen einer Neben-

bedingung

∗ . . .
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