Losung linearer Gleichungssysteme

e gegeben: System aus m linearen Gleichungen mit n Variablen z4, ..., z,
a1x1 + apry + ... + apr, = b
a1 + apTy + ... + as,x, = by
A1T1 + Qoo + ... + ApmpTn = by

e Koeflizientenmatrix und erweiterte Koeffizientenmatrix des Systems:

( ai; a2 ... QAin \ ( aip a2 ... QAin bl \
i CL.21 a/.22 .. .. CL.2n | (A’b) _ as1 a9 ... A9n bz
\ am1 Am2 .. Amp / \ am1 Am2 - .. Amp bm )
e abkiirzende Schreibweise: A -z = b mit x = (351, e azn)T

e Losungsstrategie: Gaufl-Algorithmus - Erzeugung dquivalenter Systeme

(d.h. Systeme mit gleicher Losungsmenge).

Folgende elementare Umformungen édndern die Losungsmenge nicht:

— Vertauschen zweier Gleichungen (Zeilen)
— Addition des A-fachen der Gleichung k zur Gleichung ¢
— Multiplikation einer Gleichung mit einer reellen Zahl X # 0

— Vertauschen zweier Spalten (Variablen dndern Reihenfolge!!!)




e Ziel: Uberfiihrung von (A|b) in eine Matrix (C|d) in Zeilenstufenform:

(O ... 0 Clyy «++ oo oo ... C1p d1 \
0 ... 0 0 Copg «vv oo ... Cop d2
<O|d>: 0 ... ... e .. 0 Ckyrp --- Ckn dk
O ...... O dk_|_1
\0 ... .. o 0|

e [osbarkeitskriterium: Es gilt

L(Ab) = {xER”‘AaZ:b} # )
genau dann, wenn

rg(A) =rg(A[p) & 1g(C) =1g(C|d)

e Spezialfall 1: 1g(C) =1g(C|d) =k =m=n

( C11 .. ... Cin dl \
0 Coo ... Cop d2
(Cld) =
k 0 ... 0 ¢,ld,
= Losung durch , Riickwartseinsetzen:  x, = — und
Cnn

n

1 Z .

33]':;' dj— Cjid; , j:n—l,n—Z,...,l
7 i=j+1



e Spezialfall 2: 1g(C) = 1g(Cld) = k = m = n mit

(10...0d1\

0 1 . |dy

(Cld) =

UREERL 1dn)

|
(611 ------ Cim , Clym+1 --- Cin dy \

|

|

0 co9 ... Com | C2m+1 --- Cop dg
(Cld) = |

|

|

l

|

\ 0 0 Crm, | Cm,m+1 Cm.n dm )
= T, ..., Ty sind freie Variablen, d.h. beliebig wahlbar:
xm_l_]_ :: )\]_ 9 xm_’_Q :: AQ 9 « o . 9 an :: An_m
= Berechnung der x1, ..., x,, durch Riickwartseinsetzen:
1 n—m
Ly = — dm - E Ci,m+i/\i
Cmm .
1=1
und
m n—m
1
Lj = o dj — E Cjili — E Cim+ii
JJ i=j+1 i=1

firj=m-1,m-—2,...,1



e Spezialfall 4: rg(C') = 1g(Cld) = m < n mit

|
(1 0 ... 0 " C1.m+1 Cln dy \
|
|
0 1 Comal Con | do
(Cld) = i
0
|
|
\ 0 0 1 : Cm,m+1 Cm,n dm )
— E € Rmxm —: R € Rmx(n—m)
T e |
CL‘ - :Ul ZUQ . e :Um : xm_i_]_ o« o o xn
=: Zl?g e R™m =: x% € Rr—m

= (C-x = (E|R)<§B> = F-2p+R-zy = 2+ R-zy = d
N

= x5 = d—R-xy mit x%: (xm+1,...,ajn) € R"™" beliebig

e Spezialfille 1 und 3 — Gauf-Algorithmus

e Spezialfille 2 und 4 — Gauf-Jordan-Algorithmus

e Beispiel 1:
21’1 + i) =1
—4xry + 29 + 13 = 2

6£L’1 + 115172 + 3333 =3



GauB-Algorithmus

GauB-Jordan-Algorithmus

A b | Operationen A b | Operationen
I 10 1 I 1 0] 1[5l
-4 21| 2/1I+2-1 -4 2 1| 2
I 6 11 3| 3|/II—3-1 | 6 11 3| 3
I'' 2 10| 1 I 5 0] 3
Ir o 1| 4 -4 2 1| 2/1I'+4.7
Iy o 83| o/Ir—2-1r ', 6 11 3| 3/1'=6-T
"2 10| 1 "1 5 0 3
| o 41| 4 " o 1] 411"
m"y 0 0 1{-8 m", o 8 3/ 0
C d "1 5 0] [I"—3-11"
" o L
= o= " o 8 3 010" —8. 11"
:»x2:i(4—1-x3) =3 @ 1 0 =L 0/1®4+L.m®
= 2 = L(1-1-2y—0-25) = —1 nwi o 1 4 1n®-1.m®
9 o o —8
®0 1 0 0]-1
e o 1 o] 3
ms o o 1]/-8
C d
=11 =—1, x9=3, 3= —8




Beispiel 2

GauB-Algorithmus

2] 10 1 0 1
—4 21 -4 1| 2
6 11 0 3

014 1 -2 1| 4
0 83 -3 0 0
2 10 1 0 1
0 41 -2 1| 4
0 01 1 —2/-8

= x4 .= A\ € R beliebig,
x5 = Ag € R beliebig

= 3= —8— A + 2\

3 1
= To=3+ -\ — -\
I +41 42
7 1
= x1=—1— -\ )\
T 81+42

GauB-Jordan-Algorithmus

2/ 1 0 1 0 1
—4 2 1 -4 1| 2
61 3 0 0 3
i34 0 4 o0 !
—4 2 1 -4 1| 2
611 3 0 0 3
L3 : 0] 3
014 1 -2 1| 4
0 8 3 -3 0| 0
1 2 0 5 0 12
01 -3 i
0 8 3 -3 0| 0
1 0—-% 3 0] 0
01 G- g
0 0 [1] 1 —2|-8
10 0 §-i/-1
01 0-=3 1] 3
00 1 1 -2/ -8

T T
= IN = <£E4, $5) = ()\1, )\2) € RQ beheblg

= ITp =
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Gauf3-Algorithmus

100 1] 1
—4 211 —4| 2

Beispiel 3

61123 0 3
2 100 1| 1
014 11 -2 4
0 823 =3 0
2 100 1| 1

0 411 =2 4
0O 001 1 -8

= x3 = A1 € R beliebig,
x5 = Ao € R beliebig

= T4 =—8— )\

1 3
:>x2:3_1)\1+11)\2

1 7
:>33'1:—1—|—Z)\1—§)\2

(1)

\ )

GauB-Jordan-Algorithmus

=

3

\ %)

7

2/ 1 0 0 1] 1
4 2 1 1 —4] 2
611 2 3 0 3
1 1] 1
1 3 0 0 3| 3
4 2 1 1 —4| 2
611 2 3 0 3
1 17 1
L3 0 5| 3
014 1 1 -2 4
0 8 2 3 -3 0
1 1] 1

1 10 o 11
1 1 1
01 § -3 1
0 8 2 3 -3 0
1 3

1 0 -1 31 0
1 1 1

01 3 7 -3 1
0 0 0 [1] 1]/-8
1 7

10 -2 0 Il
1 3

01 + 0-3 3
00 0 1 1/-8
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T T
= IN = (5133 , 335) = ()\1 , )\2) € RQ beheblg

(
\

)

— NSO EN |



% Gauf3-Algorithmus Gauf3-Jordan-Algorithmus
E 1 0 1 0 1 2 10 1 0] 1
« —4 2 1 -4 1] 2 —4 21 —4 1] 2
6 11 0 0/ 3 6113 0 0 3
2 5 2 0 —1/ -3 2 52 0 —1/-3
2 1 0 1 0 1 |
0 1 -2 1| 4
0 8 -3 0] 0
0 4 2 —1 —1|—4 1 00 £ —1-1
2 1.0 1 0 1 0 10-=2 1| 3
0 4 1 -2 1| 4 0 01 1 —2/-=8
0 0 1 —2|-8 0 00 0 0 0
00 1 1 —2/-8
2 1 0 1 0 1
0 4 1 -2 1| 4
00 1 1 -2/ -8
0000 0 0 0

= letzte Zeile ist Nullzeile
= kann gestrichen werden

= Losung des verbleibenden Systems siehe Beispiel 2



% Gauf3-Algorithmus Gauf3-Jordan-Algorithmus

E 1 0 1 0 1 2 10 1 0] 1

« —4 2 1 -4 1] 2 —4 21 —4 1] 2
6 11 0 0/ 3 6113 0 0 3
2 5 2 0 —11-2 2 52 0 —1/-2
2 1 0 1 0 1 |
04 1 -2 1| 4
0 8 -3 0] 0
0 4 2 —1 —1|/-3 1 00 £ —1-1
2 1 0 1 0] 1 0 10-=2 1| 3
0 4 1 -2 1| 4 0 01 1 —2/-8
0 0f[1] 1 —2/-8 0 00 0 0 1
0 0 1 1 —=2/—7
2 1. 0 1 0 1
0 4 1 -2 1| 4
0 0 1 1 —2/-8
000 0 0 1

= die zur letzten Zeile zugehorige Gleichung ist unlosbar

= das Gleichungssystem hat keine Losung



