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Aufgabe 1 (9 Punkte)

Beweisen Sie die folgenden Aussagen durch vollständige Induktion:

(a)

n∑
k=1

k =
n(n+ 1)

2
für n ∈ N \ {0}.

(b)

n∑
k=1

xk−1 =
xn − 1

x− 1
für n ∈ N \ {0} und x ∈ R \ {1}.

(c)

n∑
k=1

2k − 1 = n2 für n ∈ N \ {0}.

(d) n2 > 2n+ 1 für n ∈ N \ {0, 1, 2}.

(e) an := 3n − 3 für n ∈ N \ {0} ist durch 6 teilbar.

(f) (1 + p)n > 1 + n · p für n ∈ N \ {0, 1} und p ∈ R mit p > −1.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Seien V und W zwei Vektorräume über einem Körper K. Eine Abbildung f : V → W zwischen zwei

K-Vektorräumen V und W heißt linear, wenn gilt: (i) f(v + w) = f(v) + f(w) und (ii) f(λv) = λf(v) für

alle v, w ∈ V und alle λ ∈ K. Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Liniarität:

(a) f : R2 → R definiert durch f

(
x

y

)
=

(
3x+ 2y

x

)
(b) f : R→ R definiert durch f(x) = ax+ b, a, b ∈ R

(c) f : C→ C definiert durch f(z) = z

(d) f : R2 → R2 definiert durch f

(
x

y

)
=

(
x1
x1x2

)

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Seien e1 := (1, 0, 0)T , e2 := (0, 1, 0)T und e3 := (0, 0, 1)T die Einheitsvektoren des R3 und f : R3 → R3

definiert durch f(x) := Ax mit A ∈ R3×3 sei eine lineare Abbildung.
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(a) Bestimmen Sie die Matrix A der linearen Abbildung f , die die Einheitsvektoren e1, e2, e3 wie folgt

abbildet.

f(e1) = e1 + e2 , f(e2) = −2e1 − 3e2 + e3 und f(e3) = f(e1)× e3.

(Hinweis: Dabei ist × : R3 → R3 das Vektorprodukt.)

(b) Berechnen Sie die Dimension des Bildraumes Im(f).

(c) Bestimmen Sie den Unterraum Ker(f) :=
{
x ∈ R3

∣∣ Ax = 0
}

.

Aufgabe 4 (5 Punkte)

Gegeben seien im R5 die Vektoren v1 = (4, 1, 1, 0,−2), v2 = (0, 1, 4,−1, 2), v3 = (4, 3, 9,−2, 2), v4 =

(1, 1, 1, 1, 1) und v5 = (0,−2,−8, 2,−4).

(a) Bestimmen Sie eine Basis von V := span(v1, . . . , v5).

(b) Wählen Sie alle möglichn Basen von V aus den Vektoren v1, . . . , v5 aus, und kombinieren Sie jeweils

v1, . . . , v5 daraus linear.

Aufgabe 5 (2 Punkte)

Sei X eine Menge und A,B seien Teilmengen von X. Beweisen Sie, dass die Regel von De Morgan

X \ (A ∩B) = (X \A) ∪ (X \B) gilt.

Aufgabe 6 (4 Punkte)

Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivität und Surjektivität:

(a) f : R2 → R definiert durch f(x, y) = x+ y

(b) f : R2 → R definiert durch f(x, y) = x2 + y2 − 1.
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