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Differentialrechnung reeller Funktionen in einer Variablen

Definition der Differenzierbarkeit:

Seien D C R, f: D — R eine Funktion und z¢y € D gegeben. Die Funktion f heifit differenzierbar in xq, falls

der Grenzwert
f(xo) == lim f(@) = f(zo)

T—x0,TFTo T — X9

(1)

existiert. Die Funktion f heifit differenzierbar in D, wenn f in jedem x € D differenzierbar ist.

Bemerkungen:

e Der Grenzwert f'(x) in (1) heifit Differentialquotient oder Ableitung von f im Punkt zo. Exisitiert fiir
jedes x € D der Grenzwert f'(z), dann heifit die so definierte Funktion f’ Ableitung von f.

e Die Grenzwertbildung setzt voraus, dass es mindestens eine Folge (yn),, oy reeller Zahlen mit y,, € D und
Yn 7 xo fir alle n € N gibt, fiir die lim y,, = xq gilt.
n—oo
— f@)—f(z0)

r—Io

(x, f(x)) und (zo, f(x0)). Beim Grenziibergang x — xo geht die Sekante in die Tangente an den Graphen
von f im Punkt (xg, f(xg)) iiber. Der Grenzwert f’(x) ist also (im Falle der Existenz) die Steigung der
Tangente im Punkt (zq, f(z0)).

e Der Differenzenquotient % : ist die Steigung der Sekante des Graphen von f durch die Punkte
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Abb. 1: Ubergang vom Sekantenanstieg ﬁ‘—g zum Tangentenanstieg f’(zo).

e Ist eine Funktion f : D — R in einem Punkt zy € D differenzierbar, so ist f in zy auch stetig. Die

Umkehrung gilt allgemein nicht!

e Analog zu den links- und rechtsseitigen Grenzwerten von Funktionen konnen links- bzw. rechtsseitige

Ableitung in einem Punkt xg € D definiert werden:

f(zg) == lim f(@) = f(zo) bzw. flxd) == lim f(2) — f(zo)

ztxo,r#T0 T — X9 zlxo,x#T0 T — Xo
e Den Differentialquotienten kann man alternativ auch wie folgt darstellen:

f'(z0) == lim f(@o +h) — f(xo)

h—0 h




e Statt f’(x) schreibt man auch %. Die Schreibweise 22 ist aber auch problematisch, da der Buchstabe

dx
x im Z&hler und Nenner eine verschiedene Bedeutung hat. Ist z.B. z = 0, so kann man zwar f(0), aber
nicht dfd—(oo) schreiben. In diesem Fall verwendet man daher die Schreibweisen %(0) oder auch % .
=0

Differentiationsregeln:

Mit Hilfe der Grenzwertdefinition (1) bzw. (2) kann man die Berechnung der Ableitung immer durchfiihren,
was oft sehr aufwéndig sein kann. In den meisten Fillen verwendet man bei der Berechnung der Ableitung einer
Funktion deshalb nicht direkt die Grenzwertdefinition, sondern fithrt die Ableitung mit gewissen Regeln auf

schon bekannte Fille zuriick:

e Linearitét: Sind f,g: D — R in x € D C R differenzierbar, so ist fiir beliebige «, § € R auch die Funktion
af + Bg in x € D differenzierbar und es gilt:

(af +Bg)(x) = af(x)+ By (z).

e Produktregel: Sind f,g : D — R in x € D C R differenzierbar, so ist auch die Funktion f-g in z € D

differenzierbar und es gilt:

(f-9)(z) = fl(x)-g(x) + f(z) - g'(x).

e Quotientenregel: Sind f,g : D — R in ¢ € D C R differenzierbar und gilt g(z) # 0, so ist auch die
Funktion 5 in x € D differenzierbar und es gilt:

(f)' () f'(z) - 9(z) - f(z) - g'(x)

e Kettenregel: Seien f: D1 — R und ¢ : Do — R Funktionen mit f(D;) C Dy C R. Die Funktion f sei im
Punkt z € D; differenzierbar und g sei in y := f(z) € Dy differenzierbar. Dann ist die Hintereinander-
ausfithrung go f : D; — R in € D; differenzierbar und es gilt

(gof) (x) = g'(f(x))- f'(2).

Definition héherer Ableitungen:

Ist die Ableitung f’(z) einer Funktion f : D — R selbst wieder in 2 € D differenzierbar, dann heif}t

@) = (7Y (@) = L)

die zweite Ableitung von f in x. Ist f” in x € X differenzierbar, so erhilt man entsprechend die dritte Ableitung
f"(x) von f in x. Ist allgemein fiir n € N\ {0} die (n — 1)-te Ableitung von f im Punkt x € D differenzierbar,

dann erhélt man durch vollsténdige Induktion die n-te Ableitung von f in x, wofiir die folgenden Schreibweisen

@) = IO (;‘i)km) -2 (W)

dx™

verwendet werden:

Eine Funktion f : D — R heifit n-mal differenzierbar in D C R, wenn f in jedem Punkt x € D mn-mal diffe-
renzierbar ist. Die Funktion f heifit auflerdem n-mal stetig differenzierbar in D C R, wenn die n-te Ableitung

f . D — R stetig ist. Unter der O-ten Ableitung einer Funktion ist die Funktion selbst zu verstehen.

Mittelwertsédtze der Differentialrechnung:

e Satz von Rolle: Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die in (a,b) differenzierbar ist. Falls f(a) = f(b)
gilt, dann gibt es ein z¢ € (a,b) mit f'(zo) = 0.



e Mittelwertsatz: Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die in (a,b) differenzierbar ist. Dann gibt es ein
xo € (a,b) mit

f(0) = f(a)
b—a

e verallgemeinerter Mittelwertsatz: Seien f,g : [a,b] — R stetige Funktionen, die in (a,b) differenzierbar
sind. Weiter gelte ¢’'(z) # 0 fiir alle z € (a,b). Dann ist g(a) # g(b) und es gibt ein o € (a,b) mit

f'(xo) _ f(b) — f(a)
g'(zo)  g(b) —g(a)

f(x0) =

F ()= f(a)
b—a

Abb. 2: Satz von Rolle (links) und Mittelwertsatz (rechts).

Anwendungen (Auswahl):

e Untersuchung des Monotonieverhaltens: Eine Funktion f : [a,b] — R heifit monoton wachsend [bzw.
monoton fallend] in [a, b], wenn fiir alle z,y € [a,b] mit < y gilt: f(z) < f(y) [bzw. f(z) > f(y)]. Gilt
dabei fiir kein Paar x,y € [a,b] die Gleichheit, dann heiit f auf [a,b] streng monoton wachsend [bzw.
streng monoton fallend]. Sei f in (a,b) differenzierbar. Falls

f'(z) >0 monoton wachsend

' 0 st t hsend
f(z) > fiir alle « € (a,b) gilt, dann ist f in [a, ] streng monoton wachsen
fl(z) < monoton fallend
fl(x) <0 streng monoton fallend

(Bemerkung: Im Fall der ,einfachen“ Monotonie (d.h. es gilt ,,<*“ bzw. ,>*) gilt jeweils auch die Umkeh-
rung. Im Fall der strengen Monotonie gilt die Umkehrung aber allgemein nicht, wie die auf ganz R streng
monoton steigende Funktion f(z) = 22 zeigt, fiir die aber f”(0) = 0 gilt.)

e Berechnung lokaler Extrema: Sei f : [a,b] — R in (a,b) zweimal stetig differenzierbar.

o Die Funktion f hat in z¢ € (a,b) ein lokales Maximum [bzw. lokales Minimum] in x¢ € (a,b), wenn
es ein € > 0 gibt, so dass fiir alle x € (zg —,z0 +¢) N (a,d) gilt: f(x) < f(zo) [bzw. f(z) > f(zo)].
Die Funktion f hat in zg € (a,b) ein strenges lokales Maximum [bzw. strenges lokales Minimum],

wenn in den vorgenannten Ungleichungen das Gleichheitszeichen jeweils nur fiir x = x¢ zutrifft.

o Besitzt die Funktion f in z¢ € (a,b) ein lokales Extremum, so gilt f/(zp) = 0. (notwendiges, aber
nicht hinreichendes Kriterium)

o Gilt f'(xg) = 0und f"(x0) < 0 fiir ein z¢ € (a,b), dann besitzt f in z( ein strenges lokales Maximum.
Gilt f'(zo) =0 und f"(z¢) > 0 fiir ein 2 € (a,b), dann besitzt f in xg ein strenges lokales Minimum.
(hinreichends Kriterium, die Umkehrung gilt allgemein nicht)

o Konvexitét: Eine Funktion f : [a,b] — R heifit konvex (bzw. linksgekriimmt), wenn fiir alle z,y € [a, b]
und alle A € (0,1) gilt: f(Ax + (1 — Ny) < Af(z) + (1 — A) f(y). Gilt in der Ungleichung statt ,,<“ nur
5<%, dann heifit f streng konvex auf [a, b]. Die Funktion f heifit [streng] konkav (bzw. rechtsgekriimmt),
wenn —f [streng] konvex ist. Sei f in (a,b) zweimal stetig differenzierbar. Falls

() >0 konvex

1 0 t k
) > fiir alle € (a,b) gilt, dann ist f in [a, b] streng Konvex
f(z) <0 konkav
f(z) <0 streng konkav



e Berechnung von Wendepunkten: Sei f : [a,b] — R in (a,b) zweimal stetig differenzierbar.

o Die Funktion f hat in z¢ € (a,b) einen Wendepunkt, falls f fiir hinreichend kleines ¢ > 0 in (zg—e&, )
konvex und in (zg, zo + €) konkav bzw. in (z¢ — ¢, x¢) konkav und in (zg, zo + €) konvex ist.

o Besitzt die Funktion f in z¢ € (a,b) einen Wendepunkt, so gilt f"(zg) = 0.

o Gilt f"(x9) =0 und f"(x¢) # 0 fiir ein o € (a,b), dann besitzt f in o einen Wendepunkt.
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Abb. 3: Zusammenhénge zwischen einer Funktion f, ihren ersten drei Ableitungen,

lokalen Extremwerten [o], Wendepunkten [eo], Monotonie und Kriimmungsverhalten.

e Regeln von de 'Hospital zur Berechnung von Grenzwerten: Seien f,g : (a,b) — R differenzierbar fiir

!
—o0 <a<b<oo. Fiir alle z € (a,b) sei ¢'(x) # 0 und es existiere der rechtsseitige Grenzwert liin f/((x;
zla §g'(T

Dann gelten folgende Aussagen (analog auch fiir den linksseitigen Grenziibergang nach b):

o Falls hfﬂ f(z) = hfa g(x) = 0 gilt, dann ist g(z) # 0 fiir alle z € (a,b) und es gilt

16) _ g 16

sla g(z)  ala g'(x)
o Falls lim f(z) = lim g(z) = +oo gilt, dann ist g(x) # 0 fiir alle x < xg mit a < ¢ < b und es gilt

zla zla
lim —f(x) = lim (@)
zla (:L’) zla g/((E)

e weitere Anwendungen:

[¢]

Nullstellenberechnung (Sekanten- und Newton-Verfahren)

o

Taylorreihenentwicklung von Funktionen

o Approximation von Funktion durch Taylorpolynome (bzw. Taylorreihen)

[¢]

Fixpunkt-Iteration
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