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Definition 7.22: Eine Funktion f: D — R hatinxzyg € D C R

ein lokales Maximum , wenn es ein € > 0 gibt, so dass
f(x) < f(zo) firalle x € (xg—e,20+¢)ND

gilt [bzw. lokales Minimum , falls f(x) > f(xo)]. Man sagt, dass
finzg € D ein lokales Extremum besitzt, wenn f in zq ein lokales
Maximum oder lokales Minimum hat. Weiter heiBt x( ein strenges
lokales Maximum bzw. Minimum, wenn in den Ungleichungen die

Gleichheit nur fiir z = z¢ gilt.

Satz 7.23: Sei [a,b] C R ein Intervall, f : [a,b] — R eine stetige

Funktion und zg € (a,b).

(a) Ist f in (a,zo) streng monoton wachsend und in (zg,b)
streng monoton fallend, dann hat f in x( ein strenges lo-

kales Maximum.

(b) Ist fin (a,xzq) streng monoton fallend und in (xg,b) streng
monoton wachsend, dann hat f in 2 ein strenges lokales

Minimum.

Satz 7.24: Sei [a,b] C R ein Intervall und f : [a,b] — R in (a,b)

zweimal stetig differenzierbar.
(a) Besitzt die Funktion f in zg € (a,b) ein lokales Extremum,
so gilt f'(zo) = 0.
(b) Gilt f'(zo) = 0 und f"(z¢) < O fiir ein 2y € (a,b), dann

besitzt f in zg ein strenges lokales Maximum.

(c) Gilt f'(xo) = 0 und f"(xzo) > 0O fiir ein zy € (a,b), dann

besitzt f in x¢ ein strenges lokales Minimum.

Bemerkung 7.25: Die Umkehrungen der drei Aussagen (a) bis
(c) in Satz 7.24 gelten nicht. Standardbeispiele: f(x) = 23 und

f(x) =2t



Definition 7.26: Eine Funktion f : D — R heiBt konvex (bzw.
linksgekrimmt), wenn fiir alle z,y € D C R und alle A € (0,1)
gilt:

FO + (1= A)) < M (@) + (1= N f() -

Gilt in der Ungleichung statt ,<" nur ,, <", dann heiBt f streng
konvex auf [a, b]. Die Funktion f heiBt konkav (bzw. rechtsge-

kriimmt), wenn —f konvex ist.

Satz 7.27: Sei f : [a,b] — R in (a,b) zweimal stetig differenzier-

bar. Falls fiir alle z € (a,b)

f'(x) >0 konvex
"(x) >0 streng konvex

1) gilt, dann ist f in [a, b] &

f'(x) <0 konkav

f"(x) <0 streng konkav

Definition 7.28: Eine Funktion f : [a,b] — R hat in zg € (a,b)

einen Wendepunkt , falls es ein € > 0 gibt, so dass f in
(xo — €,m0) konvex und in (zo,xo + €) konkav

ist (oder umgekehrt).

Satz 7.29: Sei f : [a,b] — R in (a,b) dreimal stetig differenzier-
bar.

(a) Besitzt die Funktion f in 2o € (a,b) einen Wendepunkt, so
gilt [ (xo) = 0.

(b) Gilt f”(xg) = 0 und f"'(xq) # 0 fiir ein 29 € (a,b), dann

besitzt f in zy einen Wendepunkt.

Bemerkung 7.30: Die Umkehrungen der Aussagen (a) und (b)
aus Satz 7.29 gelten nicht. Standardbeispiele: f(z) = 2% und
fla) =a°.

Bemerkung 7.31: Aussage (b) aus Satz 7.29 13Bt sich genauer
formulieren: Gilt f"”/(z() > 0, dann findet in zy ein Wechsel von
konkav nach konvex statt bzw. gilt f/(z¢) < 0, so findet in xq

ein Wechsel von konvex nach konkav statt.
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Abb. 1: Zusammenhinge zwischen einer Funktion f, ihren ersten drei Ableitungen, lokalen

Extremwerten ®, Wendepunkten ®, Monotonie und Kriimmungsverhalten.

Definition 7.32: Ein Punkt zy € R mit f/(z() = 0 heiBt Sattelpunkt
der Funktion f, falls x¢ kein Extrempunkt von f ist. Ein Sattel-
punkt ist ein Wendepunkt von f mit zur z-Achse paralleler Tan-

gente.

Satz 7.33: Sei f : [a,b] — R eine in (a,b) mindestens dreimal

stetig differenzierbare Funktion und z¢ € (a,b). Gilt

f'(xo) = f"(x0) =0 wund  f"(x0) #0,

dann hat f in z( einen Sattelpunkt.

Bemerkung 7.34:

(a) Die Bedingung f'(x0) = f"”(x9) = 0 ist notwendig, aber
nicht hinreichend. Beispiel: f(z) = x*.

(b) Die Bedingung f"’(x¢) # 0 ist nicht hinreichend, d.h. auch
wenn f in xq einen Sattelpunkt hat, gilt f"/(zo) = 0.
Beispiel:

-zt . <0

xt , >0



(c) Satz 7.33 IaBt sich verallgemeinern: Dazu sei f : R — R
eine beliebig oft stetig differenzierbare Funktion. Gilt fiir ein

n €N

f(@o) = f"(x0) = ... = f@(z0) =0

und

FE (o) £0,

dann hat f in z( einen Sattelpunkt.

Satz 7.35 (Regeln von I'Hospital) Seien f,g : (a,b) — R
differenzierbar fiir —oco < a < b < oo. Fir alle € (a,b) sei
g'(z) # 0 und es existiere der rechtsseitige Grenzwert

@)
zla g'(x)

Dann gelten folgende Aussagen (analog auch fiir den linksseitigen

Grenziibergang nach b):
(a) Falls li{nf(:z:) = liing(x) = 0 gilt, dann ist g(z) # 0 fur
alle x € (a,b) und es gilt

limM = lim ()
wla g(z)  wle g'(x)

(b) Falls liin f(z) = liing(x) = +oo gilt, dann ist g(x) # 0 fiir

alle z < zg mit a < 29 < b und es gilt

@) S

= lim
zla (1‘) zla g’(x)




Abb. 2: Approximation von f(z) = cos(z) durch Polynome Ty (x) vom Grad k € No.

Definition 7.36: Sei (a,,) eine Folge reeller Zahlen und 2y € R.

Der Ausdruck

neNy

P(x) = Zan(as—zo)"
n=0

heiBt Potenzreihe um den Entwicklungspunkt z.

Satz 7.37: Sei P(x) die Potenzreihe aus Definition 7.36. Wenn
P(z) fiir eine reelle Zahl & # xy konvergiert, dann konvergiert

P(z) absolut fiir alle z € R mit |3: — x0’ < ’50 — xo‘.

Definition 7.38: Sei

M = {’x—m’

Die Zahl

Z an(x — )" konvergiert} .
n=0

R := sup(M)

n

(o)
heiBt Konvergenzradius der Potenzreihe Z an(x — x0)".

n=0



Bemerkung 7.39: Fiir den Konvergenzradius 0 < R < oo. Da-
bei bedeutet R = 0, dass die Potenzreihe nur fiir den Entwick-
lungspunkt absolut konvergiert und R = oo bedeutet die absolute
Konvergenz fiir alle z € R. Im Fall 0 < R < oo konvergiert die
Potenzreihe fiir alle z € (9 — R,z + R) absolut, die Konver-
genz in den ,Randpunkten” & = z¢ & R folgt damit jedoch nicht

automatisch und ist gesondert zu untersuchen.

Satz 7.40: Sei Zan(x — ()" eine Potenzreihe.

n=0

Ap

(a) Wenn die Folge <

Ap+1

> konvergiert oder bestimmt
. . n€No
gegen +oo divergiert, dann gilt

an

R = lim

n—oo

Ap+1

(b) Wenn die Folge (” an|) , konvergiert oder bestimmt
neNg

gegen +oo divergiert, dann gilt

1
R fr—
lim ¢ |an|
n—oo
Fir lim ¢ |an| =0 wird R = oo, fiir lim ¢ ‘an| =00
n—oo n—oo

wird R = 0 gesetzt.

Bemerkung 7.41: Satz 7.40 (b) kann auf den Fall verallgemei-
nert werden, dass die Folge (" ‘an|> unbestimmt diver-

. neNy
giert. Dann setzt man

1
R =

lim ¢ |an’
n—oo

wobei das Symbol  lim ¢ ]an‘ Limes superior der Folge
n—oo
(" |an’> heiBt, und als groBter Haufungspunkt der Folge
n€Ny

definiert ist.



Definition 7.42: Sei f : [a, b] — eine k-mal stetig differenzierbare

Funktion und z¢ € [a,b]. Das Polynom

Fro) (g
Tp(z) = Z fT(‘O)(x — z)"

n=0

= fmo) + f(wo)(m — o) + ... + fW) (wo) (z — wo)"

heiBt Taylorpolynom vom Grad k& € Ny zu f um den Entwick-

lungspunkt xq. Der Fehler
Rie(z) = f(x) = Ti(z)

an der Stelle = € [a, b] wird das Restglied genannt.

Definition 7.43: Sei f : [a,b] — eine beliebig oft stetig differen-
zierbare Funktion und zy € [a, b]. Die Potenzreihe
T(z) = Z f (@) (x — x0)"

n!
n=0

heiBt Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt zg.

Satz 7.44: Sei f : [a,b] — eine (k4 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion und T (x) das Taylorpolynom vom Grad &k zu f um den
Entwicklungspunkt zg € [a,b]. Zu jedem z € [a,b] gibt es ein

¢ € (zg,x) (falls g < x bzw. ¢ € (z,x0), falls zg > ) mit

B f(k+1) (c)

Rk;(l') = m(x —xo)k"rl
AuBerdem gilt
C k+1
|Rk($)| < m|1‘—$0| )

wobei C' > 0 eine obere Schranke von |f*1)(z)]| in [a, b] ist.



