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Hinweise: In den Ankreuzfragen 1 bis 5 gibt es genau eine richtige Antwort. Kreuzen Sie in den Aufgaben 1 bis
5 jeweils die richtige Antwort an, eine Begriindung fiir Thre Auswahl ist nicht notwendig, fiir falsche Antworten
werden keine negativen Punkte vergeben. Bei den Aufgaben 6 bis 10 muss jede Losung klar begriindet und
der Losungsweg nachvollziehbar angegeben werden. AuBer den Vorlesungs- und Ubungsmitschriften (aus dem
aktuellen Wintersemester) und einer Formelsammlung sind keine Hilfsmittel erlaubt! Alle technischen Gerite
sind abzuschalten und aufler Reichweite zu legen. Bitte nicht mit roter Farbe schreiben! Halten Sie bitte Thren

Studierendenausweis zur Kontrolle bereit. Bearbeitungszeit: 80 Minuten

Aufgabe 1 (2 Punkte)

Sei « #~ 0 eine beliebige reelle Zahl. Man kann zeigen, dass es eine kleinste natiirliche Zahl ng gibt, so dass

4
4
no (1+a2> —vng > 2—}—5044— \v/No + ng
gilt. Wodurch wird die Existenz von ng € N gesichert?
O (a) Axiom des Archimedes
O (b) Peano-Axiome

O (¢) Vollstandige Induktion

Aufgabe 2 (2 Punkte)
Welche Aussage ist fiir die Menge M = {—| sin(n — 1) ’ n e N} richtig?

O (a) min(M) =inf(M) = —1 und max(M) = sup(M) = 0.
O (b) min(M) =inf(M) =0 und max(M) = sup(M) = 1.
O (¢) M besitzt kein Minimum und es gilt inf(M) = —1 und max(M) = sup(M) = 0.

O (d) M besitzt kein Maximum und es gilt min(M) = inf(M) = —1 und sup(M) = 0.



Aufgabe 3 (2 Punkte)
Behauptung: ,,Zu allen z,y € Q mit z < y existiert ein z € Z mit x < z < y*“. Ist dies richtig oder falsch?

O (a) richtig

O (b) falsch

Aufgabe 4 (2 Punkte)

10
Sei (an),cy eine Folge mit 0 < a,41 < 7% fiir alle n € N. Welche Aussage bzgl. der Konvergenz ist fiir die

Reihe R := Z a,, moglich?

n=0

O (a) Es ist keine Aussage iiber die Konvergenz oder Divergenz der Reihe R méglich.

anJrl

1
O (b) Die Reihe R ist wegen > 1—(1) fiir alle n € N divergent.

mn

an+1

1
O (¢) Die Reihe R ist wegen < 1—(1) fiir alle n € N konvergent.

Qn

Aufgabe 5 (2 Punkte)
Es seien M; := {z eC ‘ 27 = exp(iz - ln(3))} und My = {z eC ‘ P 3}. Behauptung: ,Es existieren Ele-
mente 21 € My und zo € My, so dass zo < 21 gilt.“

O (a) Die Behauptung ist falsch, da keine Elemente z; € M und 29 € My mit 25 < 2z existieren.
O (b) Die Behauptung ist falsch, da fiir alle z; € M7 und alle zo € My gilt: 25 = 2;.
O (c) Die Behauptung ist unzuliissig, da es auf C keine Ordnungsrelation gibt.

O (d) Die Behauptung ist unzulissig, da M; und Ms leer sind.

Aufgabe 6 (10 Punkte)
n

(a) Beweisen Sie mit vollstindiger Induktion, dass Z k-k! = (n+1)!—1 fir alle n € N gilt.
k=1

(b) Sei ein beliebiges y € R fest gewiihlt. Zeigen Sie, dass fiir alle x € R gilt:  4ay < 222 + 232

(¢) Bestimmen Sie die Losungsmenge £ der Ungleichung

2 T
‘x—l‘ - ozz2-1

Geben Sie das Infimum und das Supremum von £ an. Hat £ ein Minimum und ein Maximum?



Aufgabe 7 (15 Punkte)

Untersuchen Sie, ob die folgenden Folgen (an)n eN konvergieren, wobei je nach Definition der Folgenglieder

N =N oder N = Nj ist. Falls eine Folge konvergiert, dann geben Sie ihren Grenzwert an.

n? +1 3n2 +8n— (-1)"  \?
n = - ) N
(8) an = e ((—1)nn+888f—7n2) ne
b, — ¢ . . . .
(b) a, := — % wobei (b”)neN und (C")neN zwel Folgen sind mit

bne[—5,2] fir allen € N und cne[—176] fiir alle n € N

(¢) ap:=0und ap41 :=a, +1,n €Ny
(d) ag:=2und an11 := /an, n € Ny

() an:=vn+2—+/n—y/n

Aufgabe 8 (5 Punkte)

Bestimmen Sie alle Hufungspunkte der Folge (a, ), mit

eN
n
an = (—1)" +4n—8 bJ +en,
wobei (Cn)neN eine Folge ist mit klirglo c3p =0, lerr;O C3k+1 =2 und khj& C3kyoa = — 1.

Aufgabe 9 (15 Punkte)

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz:

oo

1+ cos(n)
(@) ) ———7=
V2 i)

= (=3)" + (1)
2 s

(-1

© 2 5T

Aufgabe 10 (5 Punkte)

2
(a) Berechnen Sie den Grenzwert  lim 3:2—|—
z—0 % — 1

(b) Sei[a,b] C Rund f : [a,b] — [a, ] sei eine stetige Funktion. Beweisen Sie mit Hilfe des Zwischenwertsatzes,
dass f einen Fizpunkt hat, d.h. ein © € [a,b] mit f(x) = x existiert. Kann auf die Voraussetzung der

Stetigkeit von f verzichtet werden?



